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Ìîòèâàöèÿ

Ïîïðîáóåì íàïèñàòü àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ

ìíîæåñòâåííîãî ÷èñëà ñóùåñòâåííîãî â àíãëèéñêîì.
Ïðèáëèçèòåëüíûé àëãîðèòì:

Åñëè ýòî èñêëþ÷åíèå (mouse, goose, . . . ):
Âåðíóòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìó (mice, geese, . . . )

Åñëè ñëîâî êîí÷àåòñÿ íà øèïÿùèé (-ch, -sh, -zh, -x, -s, -z):
Äîáàâèòü -es

Åñëè ñëîâî êîí÷àåòñÿ íà ñîãëàñíûé + y (ally, cry, . . . ):
Çàìåíèòü ôèíàëüíûé -y íà -ies.

Èíà÷å äîáàâèòü ê ñëîâó -s.

Õî÷åòñÿ çàäàâàòü ýòî ôîðìàëüíî.
Òî åñòü íóæíî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ óñëîâèé âèäà:

Âñòàâèòü -a â êîíöå ñëîâà.
Çàìåíèòü -o íà -ue â ïåðâîì ñëîãå è ò. ä.
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Ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ

Σ � àëôàâèò (ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî),
åãî ýëåìåíòû � áóêâû. Íàïðèìåð:

Σ = {a}, èëè Σ = {a, b} èëè Σ = {a, b, c};
Σ � áóêâû êèðèëëè÷åñêîãî èëè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà;
Σ � ýëåìåíòû ìåæäóíàðîäíîãî ôîíåòè÷åñêîãî àëôàâèòà
IPA;
Σ � ãðàììàòè÷åñêèå êàòåãîðèè è ò.ä.

Ñëîâà � êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ Σ,
Σ∗ � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ.
ε � ïóñòîå ñëîâî (ñëîâî äëèíû 0).
ßçûêè � ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà Σ∗.
Íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ ôóíêöèè èç Σ∗ â Σ∗ è áèíàðíûå îòíîøåíèÿ
íà ìíîæåñòâå Σ∗, òî åñòü ïîäìíîæåñòâà Σ∗ × Σ∗.

Ìàòè Ïåíòóñ, Àëåêñàíäð Ïèïåðñêè, Àëåêñåé Ñîðîêèí

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ëèíãâèñòèêå



Ââåäåíèå Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ Êîíå÷íûå àâòîìàòû Ñâîéñòâà êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ Êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàòåëè

Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ

Ïóñòü çàôèêñèðîâàí êîíå÷íûé àëôàâèò Σ.

Áàçîâûå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ: ýëåìåíòû àëôàâèòà,
Òàêæå åñòü êîíñòàíòû 0 (ïóñòîé ÿçûê) è 1 (ÿçûê, ñîäåðæàùèé

òîëüêî ïóñòîå ñëîâî ε).
Áèíàðíûå îïåðàöèè: | (îáúåäèíåíèå) è · (êîíêàòåíàöèÿ èëè
ïðèïèñûâàíèå): u · v = uv ,
Óíàðíàÿ îïåðàöèÿ ∗ (èòåðàöèÿ, âçÿòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ðàç):
L∗ ñîñòîèò èç ñëîâ âèäà u1 . . . ur , ãäå r ∈ N, u1, . . . , ur ∈ L.
Íàïðèìåð, (a|b)∗ = {ε, a, b, aa, ab, ba, bb, . . .}.
(a|ab)∗ = {w ∈ {a, b}+|â w íåò ïîäñëîâà bb}
Ïðèîðèòåò îïåðàöèé: èòåðàöèÿ, êîíêàòåíàöèÿ, îáúåäèíåíèå.

Ïðè ýòîì çíà÷îê êîíêàòåíàöèè ìîæíî îïóñêàòü.

ßçûê ðåãóëÿðíûé, åñëè îí çàäà¼òñÿ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì.
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Ïðèìåðû ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ

Âñå ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}: (a|b)∗,
Ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, ãäå ïðåäïîñëåäíÿÿ áóêâà � b:
(a|b|c)∗b(a|b|c).
Ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, ñîäåðæàùèå ðîâíî 2 áóêâû a:
(b|c)∗a(b|c)∗a(b|c)∗.
Ñëîâà íå÷¼òíîé äëèíû â àëôàâèòå {a, b}: ((a|b)(a|b))∗.
Ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, ñîäåðæàùèå ÷¼òíîå ÷èñëî áóêâ a:
((b|c)∗a(b|c)∗a)(b|c)∗.
Ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, ãäå ïåðåä a èä¼ò òîëüêî b:
((b|c)∗ba)∗(b|c)∗.
Íåïóñòûå ñëîâà â àëôàâèòå {a, b}, â êîòîðûõ îäèíàêîâûå áóêâû
íå èäóò ïîäðÿä: (a(ba)∗(b|1))|(b(ab)∗(a|1)).
Íåïóñòûå ñëîâà â àëôàâèòå {a, b, c}, â êîòîðûõ îäèíàêîâûå áóêâû
íå èäóò ïîäðÿä: (H|1)(cH)∗(1|c |cH), ãäå H � îòâåò íà ïðåäûäóùèé
ïóíêò.
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Ïðèìåðû ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé

Ïóñòü Σ = {C ,V ,V ,−} (ñîãëàñíûé, áåçóäàðíûé ãëàñíûé,

óäàðíûé ãëàñíûé, ñëîãîðàçäåë).

Êîððåêòíîå ðàçáèåíèå íà ñëîãè:

Â êàæäîì ñëîãå ðîâíî îäíà ãëàñíàÿ: C∗(V |V )C∗.
Ðîâíî îäèí ñëîã óäàðíûé.
Ïóñòü X � óäàðíûé ñëîã, Y � áåçóäàðíûé, òîãäà èñêîìîå
âûðàæåíèå (Y−)∗[(X − (Y−)∗Y )|X ].
Ýêâèâàëåíòíî (Y−)∗X (−Y )∗ = (C∗VC∗−)∗C∗VC∗(−C∗VC∗)∗.

Ðàçáèåíèå ñëîâà íà ñëîãè, ñîäåðæàùåå ðîâíî 1 îòêðûòûé

ñëîã (óäàðíîñòü íå ó÷èòûâàåòñÿ). (C ∗VC+−)∗(C ∗V )(−C ∗VC+)∗

�Ãàðìîíèÿ ãëàñíûõ� (ãëàñíûå òèïà V1 è V2 íå âñòðå÷àþòñÿ

âìåñòå): (C |V )∗(V1(C |V1|V )∗|V2(C |V2|V )∗)
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Ïðèìåðû ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé

Ìíîæåñòâåííîå ÷èñëî ñóùåñòâèòåëüíîãî â àíãëèéñêîì:

-es ïîñëå øèïÿùèõ (s, x, z, ch, sh, zh).
-y ïîñëå ñîãëàñíûõ ïåðåä -s ïåðåõîäèò â -ie.

Óäîáíåé ðàçáèðàòü witches = witche+s, enemies = enemie+s.
Èñêîìîå âûðàæåíèå X = Ys, ãäå Y � âûðàæåíèå äëÿ îñíîâû.
Îñíîâà � âñ¼, ÷òî íå êîí÷àåòñÿ íà s, x, z, ch, sh, zh, Cy.
Õî÷åòñÿ çàäàòü îòðèöàíèå óñëîâèÿ...
Ñèìóëèðóåòñÿ ÷åðåç ïåðå÷èñëåíèå.
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Ïðèìåðû ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé

Êîððåêòíàÿ îñíîâà:

Çàêàí÷èâàåòñÿ íà ãëàñíûé, íå ðàâíûé y : (C |V )∗(a|e|i |o|u).
Çàêàí÷èâàåòñÿ íà ãëàñíûé+y: (C |V )∗Vy .
Ñîäåðæèò ãëàñíûé è çàêàí÷èâàåòñÿ íà ñîãëàñíûé, íî íå íà
s, x , z , h (C′ � ïîëíûé ñïèñîê òàêèõ ñîãëàñíûõ):
(C |V )∗V (C |V )∗C ′

Ñîäåðæèò ãëàñíûé è çàêàí÷èâàåòñÿ íà h èëè C′′h, ãäå C′′

îáîçíà÷àåò ëþáîé ñîãëàñíûé, êðîìå s, c , h:
(C |V )∗V ((C |V )∗C ′′)?h

Âñ¼ âìåñòå: (C |V )∗((a|e|i |o|u|Vy) | V (h|(C |V )∗(C ′|C ′′h))s.

Ìàòè Ïåíòóñ, Àëåêñàíäð Ïèïåðñêè, Àëåêñåé Ñîðîêèí

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ëèíãâèñòèêå



Ââåäåíèå Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ Êîíå÷íûå àâòîìàòû Ñâîéñòâà êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ Êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàòåëè

Îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà

q0 q1 q2 q3
a, b, c b

a, b, c

a

Äàííàÿ êàðòèíêà îïèñûâàåò àëãîðèòì, ïðèíèìàþùèé âñå

ñëîâà w , ãäå w [1] = b è w [−1] = a.
Ïðèíèìàåìûå ñëîâà � ìåòêè ïóòåé èç ñòàðòîâîãî ñîñòîÿíèÿ

â çàâåðøàþùåå.
Êàê ýòî çàäàòü ôîðìàëüíî?
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Îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà

Ïóñòü Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò.

Îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà

Êîíå÷íûé àâòîìàò: ïîìå÷åííûé ãðàô M = 〈Q,Σ,∆, q0,F 〉, ãäå
Q � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé (âåðøèí ãðàôà),
∆ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ (ð¼áåð ñ ìåòêàìè) âèäà

〈q1,w〉 → q2, q1, q2 ∈ Q, w ∈ Σ∗.
q0 ∈ Q � ñòàðòîâîå ñîñòîÿíèå
F ⊆ Q � çàâåðøàþùèå ñîñòîÿíèÿ.

Ìåòêà ïóòè � êîíêàòåíàöèÿ âñåõ ìåòîê íà âõîäÿùèõ â íåãî ð¼áðàõ.

ßçûê L(M) � ìåòêè ïóòåé èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàâåðøàþùèå.

ßçûê � àâòîìàòíûé, åñëè çàäà¼òñÿ íåêîòîðûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì.
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Ïðèìåðû êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ

Çàêðûòûé ñëîã

q0 q1 q2

C

V C

C

Ñëîâî ñ 2 ãëàñíûìè, ðàçäåë¼ííûìè õîòÿ áû îäíèì ñîãëàñíûì:

q0 q1 q2 q3

C

V C

C

V

C

Ñëîãîäåëåíèå ðîâíî ñ îäíèì îòêðûòûì ñëîãîì:

q0 q1 q2

q3 q4 q5

C

V

C

C

−
V

−

C

V

C

C
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Êîíå÷íûå àâòîìàòû: ïðèìåðû

Êàæäîé a íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò b, àëôàâèò a, b, c .

b
b, c

a

Ñïðàâà îò êàæäîé a åñòü ïàðíàÿ åé b, ìåæäó ïàðíûìè áóêâàìè
íåò a, c , àëôàâèò a, b, c, d .

a
b, c, d

b

d
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Êîíå÷íûå àâòîìàòû: ïðèìåðû

Íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ áóêâ, àëôàâèò a, b, c . Ñîñòîÿíèÿ
ñîîòâåòñòâóþò áóêâàì:

0 B

A

C

a

b

c

b

c

a

cb

a
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Êîíå÷íûå àâòîìàòû: ïðèìåðû
Ôîðìû ìíîæåñòâåííîãî ÷èñëà ïðåäñòàâèìû â âèäå stem + s, ãäå
stem îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ãëàñíóþ è íå êîí÷àåòñÿ íà:

-s, -x, -z, -sh, -ch, -zh (øèïÿùèå).
Cy.

Àâòîìàò äëÿ îñíîâ

(C0 = C − {s, x , z , c, h},C1 = C0 ∪ {s, x , z}):

V0

y

C

V0, y

y

C
1

C1

s, c

s, c

V
0

y
s,c

V
0

y

C1
C1 s,c

C1, c, h

C
1 , c, h

C1, c
, h

C1, c

s

s
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Ñâîéñòâà àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ

Òåîðåìà

Ëþáîé àâòîìàòíûé ÿçûê ðàñïîçíà¼òñÿ àâòîìàòîì ñ
îäíîáóêâåííûìè ïåðåõîäàìè.

Îïðåäåëåíèå

Àâòîìàò ñ îäíîáóêâåííûìè ïåðåõîäàìè � äåòåðìèíèðîâàííûé,
åñëè íè èç êàêîãî ñîñòîÿíèÿ íåò äâóõ ïåðåõîäîâ ïî îäíîé è òîé
æå áóêâå.

Òåîðåìà

Ëþáîé àâòîìàòíûé ÿçûê ðàñïîçíà¼òñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì
êîíå÷íûì àâòîìàòîì.
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Àâòîìàòíûå ÿçûêè çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî:

Êîíêàòåíàöèè.

M1

M2

⇒ M1 M2

ε

Îáúåäèíåíèÿ:

M1

M2

⇒
M1

M2

ε

ε
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Àâòîìàòíûå ÿçûêè çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî:

Èòåðàöèè:

M1 ⇒ M1

ε

ε

Ñëåäñòâèå: âñÿêèé ðåãóëÿðíûé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.
Íà ñàìîì äåëå âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå (òåîðåìà Êëèíè):

âñÿêèé àâòîìàòíûé ÿçûê ðåãóëÿðåí.
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Ðåêóðñèâíîå ïîñòðîåíèå àâòîìàòîâ

Àâòîìàòíûå ÿçûêè çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî:

Êîíêàòåíàöèè.
Îáúåäèíåíèÿ.
Èòåðàöèè.
Äîïîëíåíèÿ.
Ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå àâòîìàòû ñòðîÿòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè.
Âûâîä: àâòîìàòû ìîæíî ñòðîèòü ïîýòàïíî, �ñîáèðàÿ� èç

ïðîñòûõ ñëîæíûå ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé.
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Ìíîæåñòâåííîå ÷èñëî â àíãëèéñêîì:

(Lsib · es) ∪ (((Lsib ∩ LC ) ∪ LVy ∪ LV ) · s),

ãäå

Lsib � ñëîâà, êîí÷àþùèåñÿ íà øèïÿùèé.
LC � ñëîâà, êîí÷àþùèåñÿ íà ñîãëàñíûé.
LVy � ñëîâà êîí÷àþùèåñÿ íà ãëàñíûé+y.
LV � ñëîâà, êîí÷àþùèåñÿ íà ãëàñíûé (íå y).

Lsib, LC , LVy , LV � àâòîìàòíûå, ôèíàëüíûé àâòîìàò ñòðîèòñÿ

ðåêóðñèâíî.
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Ðåêóðñèâíîå ïîñòðîåíèå àâòîìàòà

Èíôèíèòèâ ãëàãîëà â òóðåöêîì

Ïîñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò äëÿ èíôèíèòèâà â òóðåöêîì

Èíôèíèòèâ èìååò ôîðìó îñíîâà+mEk.
E ðàâíî e, åñëè ïîñëåäíèé ãëàñíûé îñíîâû � e, i, �o, �u, è a �
åñëè a, �, o, u.

M1 � àâòîìàò äëÿ âûðàæåíèÿ C*V(C|V)*m(a|e)k.
M2 ïðîâåðÿåò ãàðìîíèþ ãëàñíûõ:

C ,V
e, i,

�o, �u

a, �, o, u

C

C

e

a
C

M1 ∩M2 � òðåáóåìûé àâòîìàò.
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Êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàòåëè
Íåôîðìàëüíî, êîíå÷íûé ïðåîáðàçîâàòåëü � ýòî àâòîìàò ñ äîáàâ-
ëåííûìè íà ð¼áðà âûõîäíûìè ñèìâîëàìè.
Ïóñòü Σ, Γ � êîíå÷íûå àëôàâèòû.

Îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ

Êîíå÷íûé ïðåîáðàçîâàòåëü: êîðòåæ M = 〈Q,Σ, Γ,∆, q0,F 〉, ãäå
Q � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé
∆ ⊆ Q×(Σ∪{ε})×(Γ∪{ε})×Q � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ
q0 ∈ Q � ñòàðòîâîå ñîñòîÿíèå
F ⊆ Q � çàâåðøàþùèå ñîñòîÿíèÿ.

Ïðîñòåéøèé ïðåîáðàçîâàòåëü � òîæäåñòâåííûé (àëôàâèò a, b):

a : a, b : b

Êîíå÷íûå àâòîìàòû ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïðåîáðàçîâàòåëè, âîçâðà-
ùàþùèå ñâîé âõîä (è ïðîâåðÿþùèå, ÷òî âõîä ïðèíàäëåæèò íóæíîìó
ìíîæåñòâó).
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Êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàòåëè: ïðèìåðû

Äîáàâëÿåò a â íà÷àëå ñëîâà:

ε : a

a : a, b : b

Óäàëÿåò êîíå÷íóþ b â òåõ ñëîâàõ, ãäå îíà åñòü, è îòâåðãàåò

îñòàëüíûå:

a : a, b : b

b : ε

Ïîñëå êàæäîé a äîáàâëÿåò b:

b : b
c : c

a : a

ε : b
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Êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàòåëè: ïðèìåðû
Óäâàèâàåò âñå áóêâû, êðîìå ïîñëåäíåé:

a : a

b : b

ε : a

a : a

b : b

ε : b

b
: b

a : a

Ðåòðî-àññèìèëèðóåò C1 â C2 (â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè C1, èäóùåé
ïåðåä C2, âñå áóêâû çàìåíÿþòñÿ íà C2)

C :C V :V
C2 :C2

C1 :C1

C1 :C1

C :C ,V :V

C1 :C2C2 :C2

C1 :C2
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Ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé

Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé:

Îïåðàöèÿ Àâòîìàòû Ïðåîáðàçîâàòåëè

Êîíêàòåíàöèÿ Äà Äà

Èòåðàöèÿ Äà Äà

Îáúåäèíåíèå Äà Äà

Ïåðåñå÷åíèå Äà Íåò

Äîïîëíåíèå Äà Íåò
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Êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêæå çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî

Êîìïîçèöèè (◦).
Ïðèîðèòåòíîãî îáúåäèíåíèÿ (∪p).

(T1 ∪p T2)(u) =

{
T1(u), T1(u) 6= ∅,
T2(u), T1(u) = ∅.

Îáðàùåíèÿ ((·)−1): φ−1 = {〈y , x〉 | 〈x , y〉 ∈ φ}.
Ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé:

Êîìïîçèöèÿ: ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé,
Îáðàùåíèå: ïåðåõîä îò ñèíòåçà ê àíàëèçó è íàîáîðîò,
Ïðèîðèòåòíîå îáúåäèíåíèå: îòäåëüíàÿ îáðàáîòêà íåðåãó-
ëÿðíûõ ôîðì.
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Ëèíãâèñòè÷åñêèå ïðèìåðû

Ìíîæåñòâåííîå ÷èñëî ñóùåñòâèòåëüíîãî â àíãëèéñêîì

Ïðèìåð.

Îïèøèòå ïðåîáðàçîâàòåëü, ïðåîáðàçóþùèé ôîðìó åäèíñòâåí-

íîãî ÷èñëà ñóùåñòâèòåëüíîãî â ôîðìó ìíîæåñòâåííîãî äëÿ

àíãëèéñêîãî ÿçûêà.

torch � torches
monarch � monarchs
ally � allies
play � plays
goose � geese
formula � formulas/formulae
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Ëèíãâèñòè÷åñêèå ïðèìåðû

Ïðèìåð: ìíîæåñòâåííîå ÷èñëî â àíãëèéñêîì

Ïðèìåð.

Îïèñàòü ïðåîáðàçîâàòåëü, ñòðîÿùèé ôîðìó ìíîæåñòâåííîãî

÷èñëà ñóùåñòâèòåëüíîãî â àíãëèéñêîì ôçûêå.

Îòäåëüíûé ïðåîáðàçîâàòåëü Texc äëÿ èñêëþ÷åíèé:

g
o : e o : e s e

f o r m u l a ε : s
ε : e

Tsib: äîáàâëÿåò -es ïîñëå ôèíàëüíîé øèïÿùåé

(X � ïðîèçâîëüíûé ñèìâîë):X s, c , x

ch, sh

ε : es
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Ïðèìåð: ìíîæåñòâåííîå ÷èñëî â àíãëèéñêîì

Ïðåîáàçîâàòåëü Texc äëÿ èñêëþ÷åíèé.
Ïðåîáðàçîâàòåëü Tsib äëÿ äîáàâëåíèÿ es.
Ïðåîáðàçîâàòåëü TCy äëÿ çàìåíû y íà -ies ïîñëå ñîãëàñíîé.

X

C y : ies

Ts � äîáàâëÿåò s â êîíöå.
Texc,sib � äîáàâëÿåò s ê èñêëþ÷åíèÿì íà -arch è îòâåðãàåò

îñòàëüíûå ñëîâà (äëÿ monarchs, tetrarchs, . . . ).
Îáùåå ðåøåíèå:

Texc ∪p Texc,sib ∪p Tsib ∪p TCy ∪p Ts
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